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Une conjecture sur la torsion des classes de
Chern des fibre´s de Gauss-Manin
Vincent MAILLOT∗ et Damian RO¨SSLER†
Re´sume´
Pour tout t ∈ N nous de´finissons un certain entier positif Nt et nous
conjecturons : si H est un fibre´ de Gauss-Manin d’une fibration semi-stable
alors la t-e`me classe de Chern de H est annule´e par Nt. Nous de´montrons
diverses conse´quences de cette conjecture.
1 Introduction
Soit f : X → Y un morphisme projectif de sche´mas lisses et quasi-projectifs
sur un corps alge´briquement clos K de caracte´ristique nulle. Soit D →֒ X et
E →֒ Y des diviseurs a` croisements normaux. On suppose que f est semi-stable
relativement a` D et E. Voir [25, Par. 1, Def. 1.1] ou la sous-section 2.1 plus
bas pour la de´finition d’un diviseur a` croisements normaux et d’un morphisme
semi-stable.
On notera Ω•X/Y (log) le complexe de de Rham logarithmique relatif de X au-
dessus de Y relativement a` D et E. Voir [25, Par. 1, Def. 1.3] ou la sous-section
2.1 plus bas pour la de´finition de cette notion.
Pour tout j > 0, on e´crira
HjdR(X/Y )(log) := R
jf∗(Ω
•
X/Y (log))
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pour le j-e`me fibre´ de Gauss-Manin logarithmique relativement a` f , D et E. On
peut montrer que HjdR(X/Y )(log) est un faisceau localement libre de rang fini.
Enfin, pour tout t ∈ N, on de´finit
Nt :=


0 si t = 0
2 ·
∏
p−1|t p
ordp(t)+1 si t est pair et positif
2 si t est impair et positif
ou` p parcourt les nombres premiers. Le the´ore`me de von Staudt montre que si t
est pair et positif, alors Nt/2 = De´nominateur((−1)
t+2
2 Bt/t), ou` Bt est le t-e`me
nombre de Bernoulli (cf. [32, Appendix B]). On rappelle que le t-e`me nombre de
Bernoulli est de´fini par l’identite´ de se´ries formelles
t
exp(t)− 1
=
∑
n>0
Bn
tn
n!
L’objet du pre´sent article est de proposer la conjecture suivante :
Conjecture 1.1. Pour tout j, t > 0, l’e´galite´
Nt · ct(H
j
dR(X/Y )(log)) = 0
est ve´rifie´e dans CHt(Y ).
Ici, CHt(Y ) est le t-ie`me groupe de Chow de Y (cf. [13]) et ct(•) est la t-e`me
classe de Chern (a` valeurs dans CHt(Y )).
Les conse´quences de la Conjecture 1.1 de´ja` de´montre´es dans la litte´rature mathe´matique
sont les suivantes. Dans la situation ou` f est lisse, il est de´montre´ dans [17]
(voir les calculs faits dans [12]) que l’image de la Conjecture 1.1 par l’applica-
tion classe de cycle est ve´rifie´e (pour un ge´ne´ralisation au cas non-lisse, voir le
point (a) du The´ore`me 1.2 plus bas). Encore dans la situation ou` f est lisse,
le fait que ct(H
1
dR(X/Y )) est de torsion pour tout t > 0 est de´montre´ (pour la
premie`re fois ?) dans [41]. Dans [11], il est de´montre´ que ct(H
1
dR(X/Y )(log)) est
de torsion pour tout t > 0 et que l’image par l’application classe de cycle de
ct(H
j
dR(X/Y )(log)) est de torsion pour tout j, t > 0. Lorsque f est lisse, il est
de´montre´ dans [4, Appendix] que les classes de Cheeger-Simons de HjdR(X/Y )
sont de torsion pour tout j > 0 ; si on suppose de plus que Y est projectif sur K,
ceci implique que les classes de Chern en cohomologie de Deligne de HjdR(X/Y )
sont de torsion pour tout j > 0 ; ce dernier e´nonce´ est aussi une conse´quence
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d’un the´ore`me de Reznikov (cf. [36]). Lorsque le morphisme est e´tale, les tra-
vaux de Fulton et MacPherson dans [14, Cor. 19.3] de´montrent la Conjecture
1.1. Dans [33], Pappas de´montre un the´ore`me de Grothendieck-Riemann-Roch
sans de´nominateurs pour les morphismes projectifs et lisses. Si on applique ce
the´ore`me au complexe de de Rham de f , on obtient des e´nonce´s d’annulation
pour les classes de Chern des fibre´s de Gauss-Manin. Cependant, ces e´nonce´s
de´pendent a priori de la dimension relative de f .
On notera que l’e´nonce´ que ct(H
j
dR(X/Y )(log)) est de torsion pour tout j, t > 0
est de´ja` conjectural. Cette forme faible est implicite dans les travaux de Bloch,
Esnault et Viehweg (par ex. [11] et [6]). Elle est formellement propose´e dans
[31, Par. 4.2, Conj. 3], dans le cas ou` f est lisse.
Du point de vue des auteurs, la forme faible de la conjecture est motive´e par
une conjecture en the´orie d’Arakelov (cf. [30, Conjecture 3.1]) dont elle est une
conse´quence. Quant au nombre Nt, il est motive´ par le the´ore`me de Grothendieck
mentionne´ plus haut.
La Conjecture 1.1 n’est pas optimale pour j = 0, 1.
Cas j = 0 : dans [14, Cor. 19.3], il est de´montre´ que lorsque f est un morphisme
e´tale et que t est pair, on a
1
2
Nt · ct(H
0
dR(X/Y )) = 0.
En particulier, 12 · c2(H
0
dR(X/Y )) = 0.
Cas j = 1 : si f est lisse, la Conjecture 1.1 et le re´sultat principal de [31] im-
pliquent que
(
∏
p,p6t
pordp(t))(
∏
p,p>t
pordp[pgcd(Num((2
t−1)Bt),Nt)]) · ct(H
1
dR(X/Y )) = 0. (1)
Ici p parcourt les nombres premiers. On note ordp(x) l’ordre du nombre premier
p dans le nombre naturel x et Num(r) le nume´rateur du nombre rationnel r. Un
cas particulier de l’e´quation (1) est l’e´quation
8 · c2(H
1
dR(X/Y )) = 0. (2)
Cependant N2 = 24 > 12 > 8, d’ou` la non-optimalite´ lorsque j = 0, 1.
Cela sugge`re qu’une conjecture optimale tiendrait compte du poids j du fibre´ de
Gauss-Manin.
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Au sujet de la Conjecture 1.1, nous de´montrerons les re´sultats partiels suivants.
Si K = C, nous e´crirons
cl : CH•(Y )→ H2•(Y (C),Z)
pour l’application qui associe a` un cycle alge´brique sa classe dans la cohomologie
singulie`re de Y (C).
Si Y est projectif sur K, nous e´crirons
alb : CHdY (Y )0 → Alb(Y )(K)
pour l’application qui associe a` un 0-cycle alge´brique de degre´ nul son image dans
la varie´te´ d’Albanese de Y .
Soit l un nombre premier. Si Y est projectif sur K, nous e´crirons aussi
λtl : CH
t(Y )[l∞]→ H2t−1et (Y,Ql/Zl(t))
pour l’application d’Abel-Jacobi de Bloch (voir [5] pour la de´finition). Elle donne
lieu a` une application
λt : Tor(CHt(Y ))→
⊕
l premier
H2t−1et (Y,Ql/Zl(t)).
The´ore`me 1.2. Soit dY := dim(Y ) la dimension de Y .
(a) On suppose que K = C. Pour tout j, t > 0, l’e´galite´
cl
[
Nt · ct(H
j
dR(X/Y )(log))
]
= 0
est ve´rifie´e dans H2t(Y (C),Z).
(b) On suppose que Y est projectif sur K. L’e´galite´
alb
[
NdY · cdY (H
j
dR(X/Y )(log))
]
= 0
est alors ve´rifie´e dans Alb(Y )(K) pour tout j > 0.
(c) On suppose que cdY (H
j
dR(X/Y )(log)) est de torsion et que Y est projectif sur
K. Alors
NdY · cdY (H
j
dR(X/Y )(log)) = 0.
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(d) On suppose que les composantes irre´ductibles de D et E sont lisses sur K.
Pour tout t > 0, l’e´galite´
Nt · ct
(∑
j>0
(−1)jHjdR(X/Y )(log)
)
= 0
est ve´rifie´e dans CHt(Y ).
(e) L’e´galite´
Nt · ct(H
0
dR(X/Y )(log)) = 0
est ve´rifie´e pour tout t > 0. Si on suppose que les composantes irre´ductibles
de D et E sont lisses sur K et que les fibres de f sont de dimension 1, alors
Nt · ct(H
j
dR(X/Y )(log)) = 0
pour tout j, t > 0.
(f) On suppose que f est lisse, que K = C et que l’image de la repre´sentation
du groupe fondamental de Y (C) associe´e au syste`me localement constant
Rjf(C)∗Q est finie. Alors
Nt · ct(H
j
dR(X/Y )(log)) = 0
pour tout t > 0.
(g) On suppose que Y est projectif sur K. On suppose aussi que ct(H
j
dR(X/Y )(log))
est de torsion. Alors
λt
[
Nt · ct(H
j
dR(X/Y )(log))
]
= 0.
(h) On suppose que Y est projectif sur K. On suppose aussi que c2(H
j
dR(X/Y )(log))
est de torsion. Alors
N2 · c2(H
j
dR(X/Y )(log)) = 0.
Les de´monstrations des diffe´rents points du The´ore`me 1.2 ont des structures sem-
blables, meˆme si les outils utilise´s varient. Dans les preuves de (a), (b), (d), (f)
et (g), on de´montre chaque fois que l’image de (d’une combinaison line´aire de)
ct(H
j
dR(X/Y )) dans un certain groupe est invariante par multiplication par p
t,
pour presque tout p. Un lemme de nature purement arithme´tique, le Lemme 3.2
(de´ja` remarque´ par Adams dans [1]), montre alors que l’image de ct(H
j
dR(X/Y ))
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dans ce groupe est annule´e par Nt. Dans le cas de (a) et (b), cette invariance est
de´montre´e par re´duction modulo un nombre premier et est une conse´quence de
l’existence de la suite spectrale conjugue´e logarithmique en caracte´ristique posi-
tive. Le rele`vement a` la caracte´ristique nulle est rendu possible par un the´ore`me
ge´ne´ral de changement de base en cohomologie e´tale (The´ore`me 2.4) pour (a), par
l’existence de la varie´te´ d’Albanese pour (b) et par l’invariance par spe´cialisation
de l’application λt pour (g). Dans le cas de (d), l’invariance est une conse´quence
du the´ore`me d’Adams-Riemann-Roch (cf. la section 2.4) et dans le cas de (f),
l’invariance provient d’une interpre´tation galoisienne des ope´rations d’Adams sur
l’anneau des repre´sentations rationnelles d’un groupe fini. Le point (c) est une
conse´quence du point (b) et du the´ore`me de Rojtman (voir plus bas pour les
de´tails) et le point (e) est une conse´quence du point (d). Le point (h) est une
conse´quence du point (g) et d’un the´ore`me de Colliot-The´le`ne, Sansuc et Soule´
(voir plus bas).
Remarque. (1). Fixons un corps de base de caracte´ristique nulle L. Dans l’article
[10], on conside`re le premier fibre´ de Gauss-Manin H1dR(AL/Ag,L) sur Ag,L, ou` Ag
est le champ classifiant les varie´te´s abe´liennes principalement polarise´es. On y
introduit la notion de groupe de Chow d’un champ ainsi que la notion de t-e`me
classe de Chern a` valeurs dans ce groupe. Une conse´quence de [10, Prop. 4.2 et
Rem. 4.3] est que l’ordre de la t-e`me classe de Chern du fibre´ H1dR(AL/Ag,L) dans
le groupe de Chow de Ag,L est divisible par Nt/2, si t est pair et si t 6 g. En
particulier, si g = 2, l’e´lement c2(H
1
dR(AL/Ag,L)) est d’ordre fini divisible par
12 = N2/2. Par ailleurs l’e´quation (2) e´nonce que 8 · c2(H
1
dR(X/Y )) = 0 pour
toute fibration en surfaces abe´liennes sur un base lisse et quasi-projective sur L.
Cela sugge`re que le quotient entre 8 et 12 repre´sente une obstruction a` descendre
au champ Ag,L l’annulation 8 · c2(H
1
dR(X/Y )) = 0 , qui est valable pour toute
famille de varie´te´s abe´liennes sur un sche´ma.
Remarque. (2) Les calculs faits dans cet article sugge`re la question suivante,
que les auteurs n’osent pas e´lever au rang de conjecture. Soit S un sche´ma et soit
w : W → Z un morphisme de S-sche´mas. On suppose W et Z munis de diviseurs
a` croisements normaux relativement a` S et l’on suppose que w est semi-stable
relativement a` ces diviseurs. Par ailleurs, on suppose que la suite spectrale de
Hodge vers de Rham logarithmique de W sur Z de´ge´ne`re et que les fibre´s de
Gauss-Manin logarithmiques Hj(W/Z)(log) sont localement libres. Il est alors
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le´gitime de demander si
ψp(Hj(W/Z)(log)) = Hj(W/Z)(log) (3)
dans K0(Z)[
1
p
], pour presque tout nombre premier p. Une re´ponse positive a` cette
question entrainerait la Conjecture 1.1 (voir la de´monstration du The´ore`me 1.2).
On peut aussi spe´culer que l’e´quation (3) et donc la Conjecture 1.1 est ve´rifie´e
si l’on remplace W/Z par un « motif relatif a` singularite´s semi-stable sur Z »,
chaque fois que l’on peut donner un sens a` l’expression entre guillemets.
La structure de l’article est la suivante. La section 2 est consacre´e a` des rappels
sur les morphismes semi-stables, les re´sultats d’Illusie et de Gabber sur la suite
spectrale de Hodge vers de Rham logarithmique, le the´ore`me d’Adams-Riemann-
Roch et les classes de Chern en cohomologie e´tale. Dans la section 3, on de´montre
les points du The´ore`me 1.2 dans l’ordre alphabe´tique.
Notations. SiG est un groupe, on notera Tor(G) le sous-ensemble de G constitue´
des e´le´ments d’ordre fini de G. Si T est un espace topologique noethe´rien, on
notera Irr(T ) l’ensemble de ses composantes irre´ductibles. Si H est un ensemble
et P une proprie´te´, l’expression « P(h) est ve´rifie´e pour presque tout h ∈ H »
signifie que P(h) est ve´rifie´e pour tout e´le´ment h ∈ H ′ ⊆ H , ou` H ′ est un sous-
ensemble de H tel que H\H ′ est fini. Si T est l’espace sous-jacent a` un sche´ma
et S ⊆ T est un sous-ensemble, on e´crira Zar(S) ou ZarT (S) pour la fermeture
de S pour la topologie de Zariski.
Remerciements. Nous remercions P. Brosnan, J.-L. Colliot-The´le`ne, P. Colmez,
F. Han et J.-P. Serre pour des conversations inte´ressantes et pour des indications
bibliographiques. Nous sommes particulie`rement redevables a` D. Zagier, pour ses
explications sur le Lemme 3.2 et son contexte arithme´tique, a` H. Esnault pour
ses encouragements et ses explications sur la varie´te´ d’Albanese et a` R. Pink pour
nous avoir encourage´ a` re´diger la remarque (2) et pour nombre de conversations
inte´ressantes.
7
2 Rappels
2.1 Morphismes semi-stables et suite spectrale conjugue´e
a` poˆles logarithmiques
Soit S un sche´ma. Soit Z un sche´ma lisse sur S. Soit D →֒ Z un sous-sche´ma
ferme´. On dit que D est un diviseur a` croisements normaux dans Z relativement
a` S (cf. [25, section 1]) si pour tout point z ∈ Z, il existe un ouvert U de
Z contenant z, des nombres m, k ∈ N avec k 6 m et un S-morphisme e´tale
r : U → AmS tels que l’ide´al de D ∩ U est l’image re´ciproque par r de l’ide´al
x1x2 · · ·xk. Ici x1, . . . , xk sont les coordonne´es naturelles sur A
n
S. On dira que le
quadruplet (U, r,m, k) est adapte´ a` D.
On notera que dans la de´finition ci-dessus, k peut eˆtre nul. Dans ce cas-la`, D∩U
est vide.
Soit j : X∗ := X\D →֒ X l’inclusion naturelle. Le faisceau Ω1Z/S(log D) est un
sous-faisceau en OZ-modules de j∗Ω
1
X∗/S. Il est de´termine´ de manie`re unique par
les conditions suivantes.
Soit Z ′ un autre sche´ma lisse sur S etD′ →֒ Z ′ un diviseur a` croisements normaux
relativement a` S. Soit j′ : Z ′\D′ →֒ Z ′ l’inclusion naturelle.
• Si l : Z → Z ′ est un S-morphisme e´tale tel que l∗D′ = D, alors il existe une
unique fle`che 99K telle que le diagramme
l∗Ω1Z′/S(log D
′) //



l∗j′∗Ω
1
Z′/S
∼

Ω1Z/S(log D) // j∗Ω
1
Z/S
commute et que la fle`che 99K soit un isomorphisme.
• Si l : Z ′ → Z est un S-morphisme e´tale tel que l∗D = D′, alors il existe une
unique fle`che 99K telle que le diagramme
l∗Ω1Z/S(log D) //



l∗j∗Ω
1
Z/S
∼

Ω1Z′/S(log D
′) // j′∗Ω
1
Z′/S
commute et que la fle`che 99K soit un isomorphisme.
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• Si Z = AmS et D = x1x2 · · ·xk, alors Ω
1
Z/S(log D) est libre sur A
m
S , de base
dx1/x1, . . . , dxk/xk, xk+1, . . . , xm.
En particulier, le faisceau Ω•Z/S(log D) est localement libre.
Supposons maintenant que les composantes irre´ductibles Di de D sont toutes
lisses. On dispose alors d’une suite exacte
0→ Ω1Z/S → Ω
1
Z/S(log D)
Res
→ ⊕iODi → 0.
Le morphisme Res s’appelle re´sidu de Poincare´. Si Z = AmS et D = x1x2 · · ·xk,
alors
Res
( k∑
i=1
αi
dxi
xi
+
m∑
j=k+1
αjxj
)
= ⊕iαi(mod xi).
SoitW un autre sche´ma lisse sur S et E →֒ W un diviseur a` croisements normaux
relativement a` S. Soit g : Z → W un S-morphisme. On dit que g est semi-
stable relativement a` D et E (cf. [25, section 1]), s’il y a une e´galite´ ensembliste
D = g−1(E) et si pour tout point z ∈ Z, il existe des nombres m,n, k, p ∈ N et
un diagramme commutatif de S-sche´mas
U
r //
gU

AmS
σ

V
l // AnS
tels que
• z ∈ U ;
• le quadruplet (U, r,m, k) (resp. (V, l, n, p)) est adapte´ a` D (resp. E) ;
• le morphisme gU est la restriction de g a` U et g(U) ⊆ V ;
• le morphisme σ a la forme
σ(x1, . . . , xm) =
(x1x2 · · ·xm1 , xm1+1xm1+2 · · ·xm2 , . . . , xmp−1+1 · · ·xmp , xmp+t1 , xmp+t2 , xmp+t3 . . . xmp+tn−p)
ou` mp = k et 1 6 t1 6 t2 6 t3 6 · · · 6 tn−p 6 m− k.
On remarquera qu’une conse´quence de cette de´finition est l’e´galite´ sche´matique
g∗E = D. On en de´duit aussi que g est plat et localement d’intersection comple`te
(cf. [25, Par. 1.3, p. 144]). Par ailleurs, on voit que les fibres de g sont ge´ome´triquement
re´duites.
Une autre conse´quence est qu’il existe une unique fle`che 99K telle que le dia-
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gramme
g∗Ω1W/S
g∗

//

g∗Ω1W/S(log E)



Ω1Z/S // Ω
1
Z/S(log D)
commute.
Soit j : U → Z l’ouvert de lissite´ de g. Le complexe de de Rham de Z sur W
a` poˆles logarithmiques le long de D, note´ Ω•Z/W (log D/E) = Ω
•
Z/W (log) = ω
•
Z/W
est l’image j∗Ω
•
U/W par j du complexe de de Rham de U sur Z.
Au sujet de ce complexe, on peut de´montrer les faits suivants. Tout d’abord, on
dispose d’une suite exacte
0→ g∗Ω1W/S(log E)→Ω
1
Z/S(log D)→ ω
1
Z/W → 0
ou` la deuxie`me fle`che correspondant a` la fle`che en traitille´ −− > dans le dia-
gramme (2.1). Enfin, il existe un isomorphisme canonique Λi(ω1Z/W ) ≃ ω
i
Z/W .
Soit maintenant p un nombre premier. Supposons que S est le spectre d’un corps
de caracte´ristique p. Conside´rons le diagramme
Z
FZ/W //
g
  A
AA
AA
AA
A
FZ

Z ′
J //
g′

Z
g

W
FW //W
ou` FW (resp. FZ) est le morphisme de Frobenius absolu de W (resp. Z). Le carre´
de ce diagramme est par hypothe`se carte´sien et le morphisme F := FZ/W (appele´
morphisme de Frobenius relatif) est l’unique morphisme rendant le diagramme
commutatif.
The´ore`me 2.1 (Gabber, Illusie). Les diffe´rentielles du complexe F∗ω
•
Z/W sont
OZ′-line´aires et pour tout i > 0, il existe un isomorphisme canonique de faisceaux
en OZ′-modules
C−1 : J∗ωiZ/W ≃ H
iF∗ω
•
Z/W .
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Remarquons maintenant que, dans la cate´gorie D(W ) de´rive´e de celle des fais-
ceaux en OW -modules, on a
Rg∗(ω
•
Z/W ) = Rg
′
∗(RF∗(ω
•
Z/W )).
Puisque F est fini, on dispose d’un isomorphisme RF∗(ω
•
Z/W ) ≃ F∗ω
•
Z/W dans
D(Z ′). La deuxie`me suite spectrale d’hypercohomologie applique´e a` F∗ω
•
Z/W s’ex-
prime
Epq2 = R
pg′∗H
q(F∗ω
•
Z/W ) =⇒ R
p+qg∗(ω
•
Z/W )
ou encore, via l’isomorphisme du The´ore`me 2.1,
Epq2 = R
pg′∗J
∗ωqZ/W =⇒ R
p+qg∗(ω
•
Z/W ).
Comme FW est plat, cette dernie`re suite spectrale donne lieu a` la suite spectrale
Epq2 = F
∗
WR
pg∗ω
q
Z/W =⇒ R
p+qg∗(ω
•
Z/W ).
On appelle cette dernie`re suite spectrale la suite spectrale conjugue´e logarith-
mique, ou simplement la suite spectrale conjugue´e de g.
On suppose maintenant a` nouveau que S est un sche´ma de base ge´ne´ral. La
premie`re suite spectrale d’hypercohomologie applique´e au complexe de de Rham
a` poˆles logarithmiques le long de D s’exprime
Epq1 = R
qg∗ω
p
Z/W =⇒ R
p+qg∗(ω
•
Z/W ).
Cette dernie`re suite se spe´cialise en la suite spectrale de Hodge vers de Rham
habituelle, lorsque g est lisse. Nous l’appellerons suite spectrale de Hodge vers de
Rham logarithmique, ou simplement suite spectrale de Hodge vers de Rham .
Une simple comparaison de rangs montre que si la suite spectrale de Hodge vers
de Rham de´ge´ne`re en E1, alors la suite spectrale conjugue´e (lorsqu’elle existe)
de´ge´ne`re en E2.
The´ore`me 2.2 (Illusie). Si S est le spectre d’un corps de characte´ristique nulle,
alors la suite spectrale de Hodge vers de Rham de´ge´ne`re en E1 et les faisceaux
Rqg∗ω
p
Z/W sont localement libres.
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2.2 Classes de Chern e´tales
Dans cette sous-section, on rappelle la de´finition et les proprie´te´s principales des
classes de Chern en cohomologie e´tale. Soit Z un sche´ma et n un nombre entier
inversible sur Z. On dispose d’un complexe de sche´mas en groupes commutatifs
0→ µn → Gm → Gm → 0
qui donne lieu a` une suite exacte de faisceaux abe´liens sur le petit site e´tale de
Z, appele´e la suite de Kummer. La suite exacte longue de cohomologie e´tale de
cette suite contient en particulier le morphisme
H1et(Z,Gm)→ H
2
et(Z, µn).
Par ailleurs, il existe un isomorphisme canonique Pic(Z) ≃ H1et(Z,Gm). On ob-
tient donc un morphisme
cet1 : Pic(Z)→ H
2
et(Z, µn).
Voir [17] pour tout ceci.
Proposition-De´finition 2.3. Il existe une unique famille d’ope´rations ceti (i ∈
N) avec les proprie´te´s suivantes :
(a) l’ope´ration ceti associe un e´le´ment ci(E) de H
2i
et(Z, µ
⊗i
n ) a` tout faisceau cohe´rent
localement libre sur un sche´ma Z ou` n est inversible ;
(b) si g : Z ′ → Z est un morphisme de sche´mas alors f ∗ceti (E) = c
et
i (f
∗E) (n
e´tant suppose´ inversible sur Z et Z ′) ;
(c) l’ope´ration cet1 est de´finie comme plus haut ;
(d) si
0→ E ′ → E → E ′′ → 0
est une suite exacte de faisceaux cohe´rents localement libres sur un sche´ma Z
alors on a la relation
ceti (E) =
∑
j+k=i
cetj (E
′)cetk (E
′′)
dans l’anneau de cohomologie
⊕
m>0H
2m
et (Z, µ
⊗m
l ).
Pour la de´monstration, voir [23, Exp. VII, Prop. 3.4].
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2.3 The´ore`mes de changement de base et de comparaison
en cohomologie e´tale
Nous rappelons ici deux the´ore`mes fondamentaux de la the´orie de la cohomologie
e´tale qui jouerons un roˆle essentiel dans la de´monstration du The´ore`me 1.2 (a).
Soit n > 1.
The´ore`me 2.4 (Deligne et al.). Soit g : Z → W un morphisme de type fini.
On suppose que n est inversible sur W (et donc Z). Soit F un faisceau e´tale
constructible en Z/nZ-modules sur Z. Alors il existe un ouvert dense U ⊆W tel
que
(a) pour tout i > 0, Rif∗F|U est un faisceau constructible sur U ;
(b) pour tout i > 0, le faisceau Rif∗F|U est invariant par tout changement de
base au-dessus de U .
Pour la de´monstration, voir [21, Finitude, Th. 1.9].
The´ore`me 2.5 (Grothendieck et al.). Soit Z un sche´ma se´pare´ et de type fini
sur C. Il existe pour tout i > 0 et tout n > 1 un isomorphisme canonique de
comparaison
κi : H
i
et(Z,Z/nZ) ≃ H
i(Z(C),Z/nZ).
Pour la de´monstration, voir [22, Exp. XI].
On rappelle que sur C, le choix d’un isomorphisme de sche´mas en groupes Z/nZ ≃
µn est e´quivalent au choix d’une racine n-ie`me primitive de l’unite´ dans C.
The´ore`me 2.6 (Grothendieck). Soit Z un sche´ma lisse sur C. Identifions Z/nZ
et µn via la racine de l’unite´ exp(2iπ/n). Alors κ2i(c
et
i (E)) co¨ıncide avec la i-e`me
classe de Chern du fibre´ vectoriel E(C) conside´re´ comme fibre´ vectoriel topolo-
gique sur Z(C).
Pour la de´monstration, voir [17, Par. 1, p. 243].
2.4 Le the´ore`me d’Adams-Riemann-Roch
Soit W un sche´ma noethe´rien. Nous e´crirons K0(W ) pour le groupe de Gro-
thendieck des faisceaux localement libres sur W . Le produit tensoriel induit une
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application biline´aire de K0(W ) dans K0(W ) qui en fait un anneau commutatif
unife`re. Pour tout morphisme de sche´mas noethe´riens g : Z →W , le foncteur f ∗
(image re´ciproque des faisceaux en OW -modules) induit un morphisme d’anneaux
g∗ : K0(W )→ K0(W ).
On rappelle que pour tout k > 0, l’ope´ration d’Adams ψk : K0(W ) → K0(W )
est l’unique endomorphisme d’anneau compatible aux images re´ciproques tel que
ψk(L) = L⊗k pour tout fibre´ en droites L.
Les ope´rations d’Adams satisfont les deux relations de compatibiite´s suivantes.
Supposons le temps de la prochaine phrase que W est lisse sur un corps. Il existe
alors pour tout t > 0 des applications classe de Chern ct : K0(W )→ CH
t(W ) et
l’on a
ct(ψ
k(w)) = kt · ct(w). (4)
Supposons a` nouveau juste le temps de la prochaine phrase que p est un nombre
premier et que W est un sche´ma sur Fp tel que le morphisme de Frobenius absolu
FW : W → W est plat. On a alors
F ∗W = ψ
p. (5)
Les deux compatibilite´s sont des conse´quences du principe de scindage (cf. [35,
Th. 2.1]).
Nous aurons aussi besoin des classes cannibales θk. Pour chaque k ∈ N∗, θk est
une ope´ration associant des e´le´ments de K0(W ) a` des faisceaux localement libres
sur W et jouissant des proprie´te´s suivantes. Tout d’abord, pour tout fibre´ en
droites L, on a
θk(L) = 1 + L+ L⊗2 + · · ·+ L⊗(k−1).
Par ailleurs, pour toute suite exacte
0→ E ′ → E → E ′′ → 0
de faisceaux localement libres, on a θk(E ′) ⊗ θk(E ′′) = θk(E). Enfin les classes
θk sont compatibles aux images re´ciproques. Ces trois proprie´te´s de´terminent
l’ope´ration θk.
Dans le contexte des classes cannibales, nous mentionnerons le lemme suivant :
Lemme 2.7. Si W est muni d’un faisceau ample, alors l’e´lement θk(E) est in-
versible dans K0(W )[
1
k
] pour tout faisceau localement libre E sur W .
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Pour la de´monstration voir par exemple [38, sec. 4, Prop. 4.2] (faute d’une
re´fe´rence canonique).
On suppose maintenant que W est re´gulier et posse`de un fibre´ en droites ample.
Soit K′0(W ) le groupe de Grothendieck des faisceaux cohe´rents sur Y . On peut
de´montrer que l’homomorphisme de groupes naturel K0(W ) → K
′
0(W ) est un
isomorphisme. Soit maintenant g : Z →W un morphisme projectif et localement
d’intersection comple`te de sche´mas. On de´finit alors le morphisme de groupes
Rg∗ : K0(Z)→ K
′
0(W ) par la formule
Rg∗(E) :=
∑
l>0
(−1)lRlg∗(E)
et on notera aussi Rg∗ le morphisme K0(Z)→ K0(W ) obtenu par composition.
Par hypothe`se, on dispose d’une factorisation
Z
i
→֒ P
p
→ W
de g telle que i est une immersion re´gulie`re et p est lisse. On de´finit
θk(g)−1 := θk(Ωp)
−1 ⊗ θk(N)
ou` N est le fibre´ conormal de l’immersion i. On peut montrer que θk(g)−1 ne
de´pend pas de la factorisation.
The´ore`me 2.8 (th. d’Adams-Riemann-Roch). Pour tout z ∈ K0(Z)[
1
k
], l’e´galite´
ψk(Rg∗(z)) = Rg∗(θ
k(g)−1 ⊗ ψk(z))
est ve´rifie´e dans K0(W )[
1
k
].
Pour une de´monstration comple`te (reposant de fac¸on essentielle sur les ide´es de
[19] et [3]), voir [27].
3 De´monstration du The´ore`me 1.2
3.1 De´monstration de (a)
On peut tout d’abord supposer sans restreindre la ge´ne´ralite´ que Y est connexe.
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Lemme 3.1. Supposons que pour tout nombre premier l et pour tout n > 1,
l’image de Nt · ct(H
j
dR(X/Y )) dans H
2t(Y (C),Z/lnZ)) est nulle. Alors le point
(a) du The´ore`me 1.2 est ve´rifie´.
Preuve. Conside´rons les application naturelles
H2t(Y (C),Zl)
λ // lim←−jH
2t(Y (C),Z/ljZ)
H2t(Y (C),Z)
µ
OO
L’espace X(C) muni de la topologie ordinaire est de type fini. Cela implique
que l’application λ est un isomorphisme (voir [17, 3.3] pour les de´tails). Par
ailleurs, compte tenu du fait que Zl est plat sur Z, cela implique aussi que
H2t(Y (C),Zl) ≃ H
2t(Y (C),Z) ⊗ Zl (au vu de la suite universelle des coefficients
pour la cohomologie). En utilisant le fait que H2t(Y (C),Z) est de type fini, on
en de´duit que le noyau ker(µ) de µ est de torsion et que ker(µ) ne contient
aucun e´le´ment non nul qui soit de l∞-torsion. Autrement dit, le morphisme
ker(µ)→ ker(µ) de multiplication par l est injectif.
Remarquons maintenant que µ et λ sont par construction compatibles a` la forma-
tion des classes des Chern. On en de´duit que l’image de e := Nt·ct(H
j
dR(X/Y )(log))
dans H2t(Y (C),Z) est de torsion. Par ailleurs, si e 6= 0, alors pour tout k > 1 et
tout nombre premier l, lk · e 6= 0. Ceci est la contradiction que ache`ve la preuve
du lemme.
Au vu du dernier lemme et du The´ore`me 2.6, il suffit de de´montrer que pour tout
nombre premier l et pour tout n > 1 la t-e`me classe de Chern de HjdR(X/Y ))(log)
dans H2t(Y (C), µln) est annule´e par Nt.
Fixons donc un nombre premier l et un nombre entier n > 1. Par abus de notation,
jusqu’a` la fin de la de´monstration de (a), nous e´crirons ct(H
j
dR(X/Y )(log)) pour
la classe de Chern de HjdR(X/Y )(log) dans H
2t(Y, µln)
κ2t
≃ H2t(Y (C),Z/lnZ).
Soit L un corps de type fini sur Q (comme corps) tel que le triplet f : X → Y
posse`de un mode`le f0 : X0 → Y0 sur L. Quitte a` remplacer L par une de ses
extensions finies, on peut supposer que L contient les racines ln-e`mes de 1. Soit T
un sche´ma affine, inte`gre, lisse et de type fini sur Z, dont le corps de fonctions est
isomorphe a` L. Quitte a` remplacer T par l’un de ses ouverts, on peut supposer
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qu’il existe des mode`les lisses X˜ et Y˜ de X0 et Y0 sur T et qu’il existe un T -
morphisme lisse et projectif f˜ : X˜ → Y˜ qui est un mode`le de f0. Toujours quitte
a` re´duire la taille de T , on peut supposer que la suite spectrale de Hodge vers
de Rham de f˜ : X˜ → Y˜ de´ge´ne`re et que les faisceaux de cohomologie de de
Rham relative correspondants sont localement libres. Enfin, on peut supposer
que l est inversible sur T . Soit p˜ : Y˜ → T le morphisme structural. Au vu du
The´ore`me 2.4, on aussi peut encore supposer que les faisceaux e´tales Rip˜∗µln
(i > 0) sont invariants par changement de base au-dessus de T . Abbre´vions
At(•) := H2tet(•, µ
⊗2t
ln ). Soit p un point ferme´ de T . Soit p la characte´ristique
du corps re´siduel en p (qui est ne´cessairement positive). Le corps re´siduel de p
est alors isomorphe a` un corps fini Fq, ou` q est une puissance de p. Soit Rp la
Henselisation stricte de l’anneau localOT,p de T en p. On dispose par construction
d’un diagramme commutatif de morphismes
Spec C // Spec Lsep //
&&NN
NN
NN
NN
NN
N
Spec OT,p // T Spec Fqoo
Spec Rp
OO
Spec Fqoo
66mmmmmmmmmmmmm
(ou` Lsep est la cloˆture se´parable de L). Par changement de base, ce diagramme
induit le diagramme commutatif
Y˜C = Y
s1 // Y˜Lsep
s2 //
s6
!!D
DD
DD
DD
DD
Y˜OT,p
s3 // Y˜ Y˜Fq
s4oo
Y˜R
s7
OO
Y˜Fqs8
oo
s5
99sssssssssssss
Soit π : Y˜Fq → Spec Fq le morphisme de structure. On dispose alors de deux
suites spectrales : la suite spectrale de Hodge vers de Rham logarithmique
Ers1 = R
sf∗Ω
r
eX
Fq
/eY
Fq
=⇒ Hr+sdR (X˜Fq/Y˜Fq)
et la suite spectrale conjugue´e logarithmique (voir sous-section 2.1)
Ers2 = F
∗
YR
rf∗(Ω
s
eX
Fq
/eY
Fq
)(log) =⇒ Hr+sdR (X˜Fq/Y˜Fq)(log).
Comme la premie`re suite spectrale de´ge´ne`re par hypothe`se, il en est de meˆme de
la deuxie`me. En utilisant les compatibilite´s (4) et 5, on obtient donc l’e´galite´
ct(H
j
dR(X˜Fq/Y˜Fq)(log)) = ct(F
∗HjdR(X˜Fq/Y˜Fq)(log)) = p
t · ct(H
j
dR(X˜Fq/Y˜Fq)(log))
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dans At(Y˜Fq), qui est le pivot du pre´sent article. L’invariance par changement de
base assure maintenant que le morphisme
s∗8 : A
•(Y˜R)→ A
•(Y˜Fq)
est un isomorphisme. On de´duit que
(1− pt) · s∗7s
∗
3(ct(H
j
dR(X˜/Y˜ )(log))) = 0
et donc que
(1− pt) · s∗1s
∗
2s
∗
3(ct(H
j
dR(X˜/Y˜ )(log))) = (1− p
t) · ct(H
j
dR(X/Y )(log)) = 0 (6)
dans At(Y ).
Remarquons maintenant que l’image de T dans Spec Z est constructible par le
the´ore`me de Chevalley et que chaque fibre de T sur Spec Z contient un point
ferme´ (car T est de type fini sur Z). L’e´galite´ (6) est donc ve´rifie´e pour tous
les nombres premiers p en dehors d’un ensemble fini. Nous allons maintenant
appliquer le lemme suivant.
Lemme 3.2. Soit E ⊆ Spec Z un ensemble de densite´ de Dirichlet 1. Soit
f : E → N une fonction. Alors le nombre
pgcd{(1− pt) · pf(p)}p∈E
divise Nt.
Preuve. Soit µ > 1. On rappelle les faits suivants. Si p est un nombre premier
impair, il existe une unite´ d’ordre (p− 1)pµ−1 dans (Z/pµZ)∗. Si p = 2 et µ > 3
alors il existe une unite´ d’ordre pµ−2 dans (Z/pµZ)∗. Si µ = 2, 3, il existe une
unite´ d’ordre 2 dans (Z/2µZ)∗. Pour une de´monstration de ces faits, voir [9, Ch.
4, Prop. 3.32 et Cor. 3.34].
Soit maintenant c := pgcd{(1− pt) · pf(p)}p∈E. Pout tout nombre premier p, soit
cp (resp. tp) la multiplicite´ de p dans c (resp. t). Soit E
′ l’ensemble E prive´ des
nombres premiers divisant c. Par construction du nombre c, pour tout p ∈ E ′, les
c-e`mes racines de l’unite´ dans Fp sont contenues dans le groupe cyclique F
∗
pt. En
conse´quence, on a Fp(µc) ⊆ Fpt . On en de´duit que [Fp(µc) : Fp] | t.
Ceci implique que pour tout p ∈ E ′, le symbole d’Artin σp ∈ G := Gal(Q(µc)|Q)
a la proprie´te´ suivante :
ord(σp) | t (7)
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Rappelons que G ≃ (Z/cZ)∗ ≃
∏
p|c(Z/p
cpZ)∗. Au moyen du the´ore`me de densite´
de Tchebotareff, on de´duit de (7) que
2c
′
2−2
∏
p 6=2, p|c
(p− 1)pcp−1|t
ou` c′2 = c2 si c2 > 3, c
′
2 = 4 si c2 = 2, 3 et c
′
2 = 2 si c2 = 0, 1. En particulier, si p
est impair et p|c, alors p− 1|t et cp 6 tp + 1. De meˆme, on a c
′
2 6 t2 + 2. On en
de´duit que c | Nt.
Le Lemme 3.2 est une variation d’un re´sultat d’Adams de´montre´ dans [1].
Soit maintenant E l’image de T dans Spec Z et f : E → N la fonction constante
de valeur 0. Le Lemme 3.2 conclut la de´monstration de (a).
3.2 De´monstration de (b) & (c)
On peut encore supposer, sans restriction de ge´ne´ralite´, que Y est connexe.
Commenc¸ons par la de´monstration de (b). Soit encore une fois L un corps de
type fini sur Q (comme corps) tel que le triplet f : X → Y posse`de un mode`le
f0 : X0 → Y0 sur L. Soit κL :=
∑
i niPi une combinaison line´aire formelle de
points ferme´s de X0 dans X0(L) telle que l’image de κL dans CH
dY (Y0) est e´gale
a` cdY (H
j
dR(X0/Y0)(log)). Quitte a` remplacer L par une de ses extensions finies,
une telle combinaison line´aire existe. Soit T un sche´ma affine, inte`gre, lisse et
de type fini sur Z, dont le corps de fonctions est isomorphe a` L. Comme avant,
quitte a` remplacer T par l’un de ses ouverts, on peut supposer qu’il existe des
mode`les lisses X˜ et Y˜ de X0 et Y0 sur T et qu’il existe un T -morphisme lisse et
projectif f˜ : X˜ → Y˜ qui est un mode`le de f0. Toujours quitte a` re´duire la taille de
T , on peut supposer que la suite spectrale de Hodge vers de Rham de f˜ : X˜ → Y˜
de´ge´ne`re et que les faisceaux de cohomologie de de Rham relative correspondants
sont localement libres. Enfin, on peut supposer que les fibres ge´ome´triques de Y0
sur T sont connexes et projectives.
Soit κ :=
∑
i ni · Zar(Pi) la combinaison line´aire formelle des cloˆtures de Zariski
des Pi dans T . Quitte a` restreindre T , on peut supposer que les Zar(Pi) sont les
images de sections P˜i ∈ Y˜ (T ). La construction des classes de Chern montre qu’il
existe un ouvert U ⊆ T tel que l’image de
∑
i ni · P˜i(u) dans CH
dY (Y0,u) est e´gale
a` cdY (H
j
dR(X0,u/Y0,u)(log)) pour tout u ∈ U . On remplace T par U .
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On munit maintenant le sche´ma Y d’un point de base P ∈ Y (L), dont on peut
a` nouveau supposer qu’il s’e´tend en une section P˜ ∈ Y˜ (T ). Nous e´crirons PiceY /T
pour le sche´ma sur Y˜ repre´sentant le foncteur sur les T -sche´mas S
S 7→ {L|L fibre´ en droites sur S ×T Y˜ rigidifie´s le long de S ×T P˜}
Outre le fait qu’il existe, il est montre´ dans que [16, Th. 3.1] que ce sche´ma est
se´pare´ et localement de type fini sur T . Il est aussi montre´ au meˆme endroit
que PiceY /T est une re´union disjointe de sous-sche´mas ouverts et ferme´s, qui sont
quasi-projectifs au-dessus de U . Ainsi, quitte a` restreindre T encore une fois, on
peut supposer qu’il existe un T -sous-sche´ma en groupes Pic0eY /T ouvert et ferme´
de PiceY /T tel que Pic
0
eY /T,s
= Pic0eYs/Ts pour tout s ∈ T et tel que Pic
0
eY /T
est un
sche´ma abe´lien. On rappelle que Pic0eYs/Ts est la composante neutre du sche´ma
PiceYs/Ts et que Pic
0
eYs/Ts
est ouvert et ferme´ dans PiceYs/Ts . On rappelle aussi que
Pic0eYs/Ts est de type fini et ge´ome´triquement irre´ductible sur κ(s) (cf. [20, Exp.
VIA, Par. 2.3]).
On conside`re maintenant le morphisme a˜lb : Y˜ → (Pic0eY /T )
∨ de´fini par la res-
triction du fibre´ universel P sur PiceY /T ×T Y˜ , muni de sa rigidification na-
turelle P|0×T eY . Par construction, a˜lbs co¨ıncide avec le morphisme d’Albanese
Y˜s → Alb(Y˜s) ≃ (Pic
0
eYs/Ts
)∨ pour tout s ∈ T .
Soit maintenant p un point de T dont le corps re´siduel est isomorphe a` un corps
fini Fq, ou` q est une puissance de p. Soit π : Y˜Fq → Spec Fq le morphisme
de structure. On dispose alors comme avant de deux suites spectrales : la suite
spectrale de Hodge vers de Rham logarithmique
Ers1 = R
sf∗Ω
r
eX
Fq
/eY
Fq
=⇒ Hr+sdR (X˜Fq/Y˜Fq)
et la suite spectrale conjugue´e logarithmique
Ers2 = F
∗
YR
rf∗(Ω
s
eX
Fq
/eY
Fq
)(log) =⇒ Hr+sdR (X˜Fq/Y˜Fq)(log).
Comme la premie`re suite spectrale de´ge´ne`re par hypothe`se, il en est de meˆme de
la deuxie`me. On obtient donc l’e´galite´
(1− pcdY ) · a˜lb(cdY (H
j
dR(X˜p/Y˜p)(log))) = 0
dans Alb(Y˜p)(Fq). Soit maintenant un point ferme´ Q ∈ TQ. Son corps re´siduel
κ(Q) est une extension finie de Q. La cloˆture de Zariski Zar(Q) de Q dans T
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contient alors un ouvert V qui est isomorphe a` un ouvert de Spec Oκ(Q), ou`
Oκ(Q) est la cloˆture inte´grale de Z dans κ(Q) (utiliser [18, IV, Cor. 6.12.6] et le
« Main Theorem » de Zariski, cf. par ex. [29, 4.4, Cor. 4.6]). Par ailleurs, tous les
corps re´siduels de tous les points de V \{Q} sont des corps finis. On obtient ainsi
une varie´te´ abe´lienne A := Alb(Y˜Q) sur le corps de nombres κ(Q) et un point
a ∈ A(κ(Q)), donne´ par alb(cdY (H
j
dR(X˜Q/Y˜Q), avec la proprie´te´ suivante. Pour
presque toutes les places finies p de Oκ(Q), la re´duction modulo p de a est dans
le noyau de 1− pcdY . Ici p est la caracte´ristique re´siduelle de p.
Le the´ore`me de Pink [34, Th. 4.7] implique alors que a est un point de torsion.
Par ailleurs, comme a est un point de torsion, il est par construction annule´ par
le nombre pgcd{1− pcdY }p∈I ou` I est un ensemble cofini dans Spec Z. Le Lemme
3.2 implique alors que NdY · a = 0, ou autrement dit, que
NdY · a˜lb(cdY (H
j
dR(X˜Q/Y˜Q)(log))) = 0
dans Alb(Y˜p)(κ(Q)). Comme les points ferme´s sont denses dans TQ, on conclut
que
NdY · a˜lb(cdY (H
j
dR(X˜L/Y˜L)(log))) = 0
dans Alb(Y˜p)(L) ⊆ Alb(Y˜p)(K), ce qu’il fallait de´montrer.
Passons maintenant a` la de´monstration de (c).
On rappelle que le the´ore`me de Rojtman [37] implique que la l’application alb :
CHdY (Y )→ Alb(Y )(K) induit un isomorphisme Tor(CHdY (Y ))→ Tor(Alb(Y )(K))
des sous-groupes de torsion correspondants. Le point (c) est une conse´quence de
ce re´sultat et du point (b).
3.3 De´monstration de (d) & (e)
Commenc¸ons par le point (d).
Les calculs faits dans cette sous-section sont inspire´s par les calculs faits dans [11].
Nous allons utiliser la notation de la sous-section 2.1. Appliquons le the´ore`me
d’Adams-Riemann-Roch au complexe de de Rham de f a` poˆles logarithmiques le
long de D. On obtient l’e´galite´
ψk(Rf∗(Λ−1(Ω
1
X/Y (log))) = Rf∗(θ
k(f)−1 ⊗ ψk(Λ−1(Ω
1
X/Y (log)))). (8)
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dans K0(Y )[
1
k
]. On souhaite maintenant expliciter le terme
θk(f)−1 ⊗ ψk(Λ−1(Ω
1
X/Y (log))). (9)
Soit {Eu} l’ensemble des composantes irre´ductibles de E et {Di} l’ensemble
des composantes irre´ductibles de D. Soit OE0 := ⊕uOEu et OD0 := ⊕iODi .
Conside´rons le diagramme commutatif
0 0 0
↓ (1) ↓ ↓ (2)
0
(3)
→ f ∗ΩY → f
∗ΩY (log E)
f∗ResY→ f ∗OE0 → 0
↓ ↓ ↓ (4)
0 → ΩX → ΩX(log D)
ResX→ OD0 → 0
↓ ↓ ↓
0
(5)
→ ΩX/Y → Ω
1
X/Y (log) → OD0/f
∗OE0
(6)
→ 0
↓ ↓ ↓
0 0 0
(10)
Seules les fle`ches nume´rote´es requie`rent une justification. La fle`che (1) est justifie´e
par le fait que le morphisme f est ge´ne´riquement lisse et par le fait que X et Y
sont lisses sur K. La fle`che (3) est justifie´e par le fait que le morphisme f est
plat. La fle`che (4) est l’unique fle`che rendant le diagramme commutatif. Cette
de´finition de (4) peut eˆtre explicite´e de la manie`re suivante. Soit u et i tels que
Di ⊆ f
−1Eu. Du fait que Di est une composante irre´ductible de f
−1Eu, on dispose
d’un morphisme
au,i : Of∗OEu → ODi .
La fle`che (4) est alors de´crite par la formule
⊕ueu 7→
∑
u
∑
i,Di⊆f−1Eu
(0, . . . , au,i(eu), . . . , 0)
ou` le terme au,i(eu) est d’indice i. Comme g
∗Eu est un sche´ma re´duit pour tout u
par de´finition de la semi-stabilite´, le morphisme au,i est injectif pour tout couple
u, i tel que Di ⊆ g
−1Eu. Conse´quemment, la fle`che (4) est injective, d’ou` la fle`che
(2). La fle`che (5) est maintenant justifie´e par le lemme du serpent. La fle`che (6)
est justifie´e par une chasse au diagramme e´le´mentaire.
Revenons maintenant au terme (9). Un examen de la troisie`me ligne du dia-
gramme (10) donne
θk(f)−1 = θk(Ω1X/Y (log))
−1 ⊗ θk(OD0/f
∗OE0).
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et donc le terme (9) peut s’exprimer comme
θk(ΩX/Y (log))
−1 ⊗ θk(OD0/f
∗OE0)⊗ ψ
k(Λ−1(Ω
1
X/Y (log))). (11)
Nous allons de´montrer l’e´quation
θk(OD0/f
∗OE0)⊗ ψ
k(Λ−1(Ω
1
X/Y (log))) = ψ
k(Λ−1(Ω
1
X/Y (log))) (12)
qui est le nerf de notre calcul.
Pour ce faire, nous allons d’abord de´montrer les trois lemmes suivants.
Lemme 3.3. Soit Di, Dj des composantes irre´ductibles de D. Alors pour tout
sous-sche´ma ferme´ Z de Di ∩Dj, il existe un morphisme surjectif
Ω1X/Y (log)→ OZ
de faisceaux.
Preuve. On rappelle le fait suivant. Soit T un sche´ma et {Tt}t∈{0,...,q} un ensemble
fini de sous-sche´mas ferme´s tels que ∪tTt = T . On dispose alors d’un complexe
OT → ⊕tOTt
d
→ ⊕t0<t1OTt0∩Tt1 (13)
ou`
(d(α))t0,t1 = αt0 |OTt0∩Tt1
− αt1 |OTt0∩Tt1
.
On de´duit de l’existence de ce complexe et de la description de d l’existence d’une
surjection
OD0/f
∗OE0 → ODi∩Dj .
Si l’on compose ce morphisme avec la surjection Ω1X/Y (log) → OD0/f
∗OE0 a`
gauche et avec la surjection ODi∩Dj → OZ a` droite, on obtient la surjection
promise.
Lemme 3.4. Soit z : Z →֒ X un sous-sche´ma ferme´ de X. Soit V un faisceau
localement libre sur X. On suppose qu’il existe une suite exacte
V → OZ → 0.
Alors
Lz∗
(
ψk(Λ−1(V ))
)
= 0.
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Preuve. Soit
z∗V → O → 0
la restriction de la suite exacte a` Z. Soit W le noyau du morphisme z∗V → O.
Par construction, W est localement libre. Par ailleurs, on l’e´quation
ψk(Λ−1(z
∗V )) = ψk(Λ−1(W ))⊗ ψ
k(Λ−1(O)).
Comme ψk(Λ−1(O)) = 0, on de´duit le lemme.
Lemme 3.5. Soit i 6= j et soit Z un sous-sche´ma ferme´ de Di ∩Dj. Alors pour
tout n ∈ Z, on a
θk(OZ)
n ⊗ ψk(Λ−1(Ω
1
X/Y (log))) = ψ
k(Λ−1(Ω
1
X/Y (log)))
dans K0(X)[
1
k
].
Preuve. Soit z : Z →֒ X l’immersion canonique. Soit j : U := X\Z →֒ X
l’immersion ouverte du comple´ment de C. On rappelle que l’on dispose d’une
suite exacte
K0(Z)
Rz∗→ K0(X)
Lj∗
→ K0(U)→ 0.
On calcule que
Lj∗
(
θk(OZ)
n − 1
)
= 0.
On en de´duit qu’il existe un e´le´ment x ∈ K0(Z)[
1
k
] tel que
Rz∗(x) = θ
k(OZ)
n − 1.
Ainsi
(
θk(OZ)
n − 1
)
⊗ ψk(Λ−1(Ω
1
X/Y (log))) = Rz∗(x⊗ Lz
∗(ψk(Λ−1(Ω
1
X/Y (log))))).
Les Lemmes 3.3 et 3.4 impliquent alors que
Lz∗(ψk(Λ−1(Ω
1
X/Y (log)))) = 0.
L’e´quation (12) suit maintenant du lemme suivant.
Lemme 3.6. Dans K′0(X), le faisceau cohe´rent OD0/f
∗OE0 est une combinaison
line´aire de faisceaux structuraux OZ de sous-sche´mas ferme´s Z de
∐
i 6=j(Di ∩Dj).
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Preuve. On commence par rappeler l’e´nonce´ suivant. Soit T un sche´ma re´duit et
noethe´rien. Alors K′0(T ) est engendre´ par les classes OZ , ou` Z est un sous-sche´ma
ferme´ inte`gre de T . Pour de´montrer cela, on suppose tout d’abord que l’e´nonce´
est ve´rifie´ si l’on remplace T par T ′, ou` T ′ est un sous-sche´ma ferme´ re´duit tel
que T ′ 6= T . On remarque que pour tout faisceau cohe´rent F sur T il existe
un ouvert non-vide U ⊆ T tel que F |U est une somme directe de faisceaux OU .
Par ailleurs, on a une injection OT →֒ ⊕C∈Irr(T )OC et le conoyau du morphisme
OC → ⊕C∈Irr(T )OC est supporte´ par un sous-sche´ma ferme´ qui ne co¨ıncide pas
pas avec T . Le principe d’induction noethe´rienne permet alors de conclure la
de´monstration de l’e´nonce´.
Le lemme est une conse´quence de ce dernier e´nonce´ et du fait que le faisceau
OD0/f
∗OE0 est supporte´ sur le sous-sche´ma ferme´ ∪i 6=jDi ∩Dj.
Les e´quations (11) et (12) me`nent pour finir a` l’e´quation
θk(f)−1ψk(Λ−1(Ω
1
X/Y (log))) = θ
k(Ω1X/Y (log))
−1ψk(Λ−1(Ω
1
X/Y (log)))
qui conclut notre analyse du terme (9). On inse`re cette dernie`re e´galite´ dans
l’e´quation (8). On obtient
ψk(Rf∗(Λ−1(Ω
1
X/Y (log))) = Rf∗(θ
k(f)−1ψk(Λ−1(Ω
1
X/Y (log))))
= Rf∗(θ
k(Ω1X/Y (log))
−1ψk(Λ−1(Ω
1
X/Y (log)))) = Rf∗(Λ−1(Ω
1
X/Y (log)))
ou` on a utilise´ l’e´quation
ψk(V )(Λ−1(V )) = θ
k(V )Λ−1(V )
valable dans K0(X) pour tout faisceau localement libre V sur X (cf. [2, Prop.
7.3, p. 269]). On obtient ainsi que
ctot
(
ψk(Rf∗(Λ−1(Ω
1
X/Y (log)))) = ctot
(
ψk(Rf∗(Λ−1(Ω
1
X/Y (log)))) = ctot(Rf∗(Λ−1(Ω
1
X/Y (log))))
L’existence de la suite spectrale de Hodge vers de Rham montre que
Rf∗(Λ−1(Ω
1
X/Y (log))) =
∑
k>0
(−1)kHkdR(X/Y )(log)
et on conclut que
(kt − 1) · ct(
∑
k>0
(−1)kHkdR(X/Y )(log)) = 0.
25
dans CHt(Y )[ 1
k
], pour tout t > 0. Comme ce re´sultat est valable pour tout k > 2,
le The´ore`me 1.2 (b) est maintenant un conse´quence du Lemme 3.2.
Passons maintenant a` la de´monstration de (e).
On de´montre d’abord la premie`re assertion. Soit Y ′ := Spec f∗OX et soit g :
Y ′ → Y le morphisme naturel. Comme le faisceau f∗OX est localement libre (voir
The´ore`me 2.2), le morphisme g est plat et fini. Soit y → Y un point ge´ome´trique.
Comme les faisceaux Rif∗OX sont aussi localement libres (toujours le The´ore`me
2.2), le the´ore`me de semi-continuite´ (cf. par ex. [24, III, th. 12.11]) montre que
Y ′y ≃ Spec H
0(Xy,OXy).
Comme Xy est re´duit (voir sous-section 2.1), on voit que les fibres ge´ome´triques
de g sont re´duites. On de´duit que g est e´tale (cf. [18, IV, par. 17, Cor. 17.6.2,
c”)]). On remarque maintenant que par construction, on a un isomorphisme
H0dR(X/Y )(log) ≃ g∗OY ′ .
Pour de´montrer la premie`re assertion de (e), on est donc ramene´ a` la de´montrer
dans le cas ou` f est un morphisme e´tale et fini. Dans cas cas-la`, l’assertion re´sulte
de (d).
Passons a` la deuxie`me assertion.
Il est montre´ dans [25, 1.3, p. 144] que si les fibres de f sont de dimension 1, alors
le faisceau dualisant relatif de f est canoniquement isomorphe a` Ω1X/Y (log). Par
dualite´ de Grothendieck, on obtient un isomorphisme canonique
(R1f∗Ω
1
X/Y (log))
∨ ≃ R0f∗OX .
Par ailleurs, comme la suite spectrale de Hodge vers de Rham logarithmique
de´ge´ne`re, on a des isomorphismes
R0f∗OX ≃ H
0
dR(X/Y )(log)
et
R1f∗Ω
1
X/Y (log) ≃ H
2
dR(X/Y )(log).
On applique maintenant (d). On obtient
Nt · ct
(
−H1dR(X/Y )(log) + R
0f∗OX + (R
0f∗OX)
∨
)
= 0.
La deuxie`me assertion re´sulte maintenant de la premie`re assertion et du lemme
suivant.
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Lemme 3.7. Soit e, e′ ∈ K0(Y ). On suppose que Nl · cl(e) = 0 et Nl · cl(e
′) = 0
pour tout l > 0. Alors Nl · cl(e+ e
′) = Nl · cl(−e) = 0 pour tout l > 0.
Preuve. Nous allons utiliser la divisibilite´
pgcd(Nj ,Nk)|Nj+k
valable pour tout j, k > 0 (voir [14, Rem. 19.5, p. 66]). On calcule
Nl · cl(e + e
′) =
∑
j+k=l
(Nl · cj(e)ck(e
′))
et comme par hypothe`se pgcd(Nj ,Nk) · cj(e)ck(e
′) = 0 pour tout j, k > 0, on
conclut que Nl · cl(e + e
′) = 0. La de´monstration du fait que Nl · cl(−e) = 0 est
similaire.
3.4 De´monstration de (f)
Soit G un groupe. Pour tout anneau commutatif A, nous noterons RA(G) le
groupe de Grothendieck des repre´sentations line´aires de G dans des A-modules
libres. On rappelle qu’une repre´sentation line´aire de G dans un A-module est la
donne´e d’un A-module M , d’un nombre entier n > 0 et d’un homomorphisme de
groupes G → GLn(A). Le produit tensoriel des repre´sentations munit le groupe
RA(G) d’une structure d’anneau commutatif et le produit exte´rieur le munit d’une
structure de λ-anneau (voir par ex. [40] pour tout cela).
Soit M une varie´te´ quasi-projective lisse sur C. On munit M(C) de sa structure
canonique d’espace analytique complexe. Si V est un faisceau cohe´rent locale-
ment libre sur M , on e´crira V an pour le fibre´ vectoriel holomorphe associe´ sur
M(C) ; si ∇ est une connexion sur V , on e´crira ∇an pour la connexion analytique
sur V an associe´e a` ∇. On rappelle que Deligne a de´montre´ le the´ore`me suivant :
le foncteur (V,∇) 7→ (V an,∇an) que l’on vient de de´crire induit une e´quivalence
entre la cate´gorie additive des faisceaux cohe´rents localement libres munis d’un
connexion inte´grable re´gulie`re et la cate´gorie additive des fibre´s vectoriels ho-
lomorphes munis d’un connexion (analytique) inte´grable (cf. [8, II,Th. 5.9, p.
97]). Pour la de´finition d’une connexion inte´grable re´gulie`re, voir [8, II, Prop. 4.4]
(cette notion est due a` Griffiths). Deligne de´montre aussi que la cate´gorie des
faisceaux cohe´rents localement libres munis d’un connexion inte´grable re´gulie`re
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est ferme´e par produit tensoriel et puissances exte´rieures (cf. [8, II, Prop. 4.6, p.
90]).
Soit maintenant m ∈M(C) un point de base. Comme la cate´gorie des fibre´s vec-
toriels holomorphes sur M(C) munis d’une connexion inte´grable est e´quivalente
a` la cate´gorie des repre´sentations line´aires du groupe fondamental π1(M(C), m)),
le the´ore`me de Deligne fournit un morphisme canonique de groupes
RC(π1(M(C), m))→ K0(M).
Par construction, ce morphisme est un morphisme de λ-anneaux.
Proposition 3.8. On suppose que G est fini. Si (k,#G) = 1, l’ope´ration d’Adams
ψk : RQ(G)→ RQ(G) est l’identite´.
Preuve. On suppose tout d’abord que G est cyclique. Soit n := #G. Soit ρ :
G → GL(V ) une repre´sentation de G dans un espace vectoriel complexe V . Par
construction, on a Tr(ρ(g)) ∈ Q(µn) pour tout g ∈ G. Pour tout k ∈ (Z/nZ)
∗
notons σk ∈ Gal(Q(µn)|Q) l’e´le´ment associe´. Nous allons de´montrer que
Tr(ψk(ρ)(g)) = σk(Tr(ρ(g))). (14)
Ici ψk : RC(G)→ RC(G) est la k-e`me ope´ration d’Adams sur RC(G). Comme les
deux coˆte´s de cette e´galite´ sont additifs pour les sommes directes de repre´sentations,
on est ramene´ au cas ou` ρ est de dimension 1. Dans ce cas-la`, l’e´galite´ est une
conse´quence des de´finitions.
Revenons aux hypothe`ses de la proposition. Vu que la trace et ψk(·) sont ad-
ditifs pour les sommes directes de repre´sentations, il suffit, pour de´montrer la
proposition, de montrer l’e´galite´
Tr(ψk(ρ)(g)) = Tr(ρ(g)) (15)
pour toute repre´sentation line´aire ρ : G→ GL(V ) dans un espace vectoriel V sur
Q. Pour un g donne´, les deux membres de cette e´galite´ restent inchange´s si l’on
remplace G par un de ses sous-groupes contenant g. On peut ainsi sans restriction
de ge´ne´ralite´ supposer que G est un groupe cyclique engendre´ par g. Comme le
morphisme naturel d’extension des scalaires RQ(G)→ RC(G) pre´serve les traces
et est un morphisme de λ-anneaux, il suffit de de´montrer l’e´quation
Tr(ψk(ρC)(g)) = Tr(ρC(g))
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pour la repre´sentation complexe ρC associe´e a` ρ. Comme Tr(ρC(g)) ∈ Q, cette
dernie`re e´quation est une conse´quence de (14).
On peut maintenant de´montrer (f). Soit y ∈ Y (C) un point de base. Soit V :=
(Rjf(C)∗Q)y. Soit G ⊆ GL(V ) l’image de la repre´sentation de monodromie
π1(Y (C), y) → GL(V ) associe´e a` R
jf(C)∗Q. Le fibre´ vectoriel holomorphe as-
socie´ a` cette repre´sentation est isomorphe au fibre´ HjdR(X/Y )
an. Par ailleurs, il
existe une connexion inte´grable re´gulie`re ∇ sur HjdR(X/Y ) telle que ∇
an est iso-
morphe a` la connexion inte´grable (analytique) sur HjdR(X/Y )
an qui est induite par
la repre´sentation de monodromie. Ceci est une conse´quence de re´sultats de Gri-
fiths (cf. [15]) et Katz-Oda (cf. [26]). Voir [8, III, Th. 7.9] pour la de´monstration.
On appelle connexion de Gauss-Manin la connexion ∇.
Soit ρ : G→ GL(V ) le morphisme d’inclusion. On dispose de morphismes natu-
rels de λ-anneaux
RQ(G)→ RQ(π1(Y (C), y))→ RC(π1(Y (C), y))→ K0(Y ).
Soit r : RQ(G) → K0(Y ) le morphisme compose´. Les proprie´te´s de la connexion
de Gauss-Manin mentionne´es plus haut impliquent que r(ρ) = HjdR(X/Y ) dans
K0(Y ). En tenant compte de la Proposition 3.8, on voit ainsi que
0 = ct(r(ψ
p(ρ)−ρ)) = ct(ψ
p(r(ρ))−r(ρ)) = (pt−1)ct(r(ρ)) = (p
t−1)ct(H
j
dR(X/Y ))
pour presque tout nombre premier p. On conclut au moyen du Lemme 3.2.
4 De´monstration de (g) & (h)
Commenc¸ons par la de´monstration de (g). On peut supposer, sans restriction de
ge´ne´ralite´, que Y est connexe. Soit encore une fois L un corps de type fini sur Q
(comme corps) tel que le triplet f : X → Y posse`de un mode`le f0 : X0 → Y0 sur
L. Soit T un sche´ma affine, inte`gre, lisse et de type fini sur Z, dont le corps de
fonctions est isomorphe a` L. Comme avant, quitte a` remplacer T par l’un de ses
ouverts, on peut supposer qu’il existe des mode`les lisses et projectifs X˜ et Y˜ de
X0 et Y0 sur T et qu’il existe un T -morphisme lisse et projectif f˜ : X˜ → Y˜ qui
est un mode`le de f0. Toujours quitte a` re´duire la taille de T , on peut supposer
que la suite spectrale de Hodge vers de Rham de f˜ : X˜ → Y˜ de´ge´ne`re et que
les faisceaux de cohomologie de de Rham relative correspondants sont localement
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libres. Vu les hypothe`eses de (g), on peut aussi, quitte a` restreindre T , supposer
que la classe de Chern ct(H
j
dR(X˜/Y˜ )(log)) ∈ CH
t(Y˜ ) est de torsion.
Soit p un point de T et soit p → T le point ge´ome´trique associe´ a` une cloˆture
alge´brique de κ(p). Soit L un cloˆture alge´brique de L. Soit l un nombre premier
diffe´rent de la caracte´ristique re´siduelle de p. Nous allons de´crire la construction
d’un homomorphisme de spe´cialisation
σ : CHt(Y0,L)[l
∞]→ CHt(Y˜p)[l
∞].
Cet homomorphisme n’est pas canonique et de´pend du choix de certains plonge-
ments (voir aussi [39, Introduction] pour une autre description de σ). Soit T1 → T
l’e´clatement de T en p. Soit p1 le point ge´ne´rique de la fibre spe´ciale de T1. Soit R
l’anneau local en p1 et soit J l’ide´al maximal de R. Cet anneau est par construc-
tion un anneau de valuation discret et Frac(R) = L. Soit enfin Y˜1 := Y˜ ×T Spec R.
On dispose d’un homomorphisme de spe´cialisation
σL : CH
t(Y0)→ CH
t(Y˜1,κ(p1))
obtenu en associant a` chaque sous-sche´ma ferme´ inte`gre Z de Y0 la classe de
la restriction de ZareY1(Z) a` Y˜1,κ(p1). Voir [13, 20.3] pour plus de de´tails. Soit J
un ide´al maximal de la cloˆture entie`re de R dans L. Pour chaque extension M
de L plonge´e dans L, soit R′M la cloˆture inte´grale de R dans M et soit RM la
localisation de R′M en J ∩R
′
M . Notons JM l’ide´al maximal de RM et λM le corps
re´siduel associe´. SiM est un extension finie de L alors l’anneau RM est a` nouveau
un anneau de valuation discret. On dispose ainsi pour chaque M fini sur L d’un
homomorphisme de spe´cialisation σM : CH
t(Y0,M) → CH
t(Y˜1,λM ) et si M
′ ⊇ M
est une paire emboˆıte´e d’extensions, on a un diagramme commutatif naturel
CHt(Y0,M)
σM //

CHt(Y˜1,λM )

CHt(Y0,M ′)
σM′ // CHt(Y˜1,λM′ )
On ve´rifie que les homomorphismes naturels
lim−→M,[M :L]<∞CH
t(Y0,M)→ CH
t(Y0,L)
et
lim−→M,[M :L]<∞CH
t(Y˜1,λM )→ CH
t(Y˜1,λL).
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sont des isomorphismes. On obtient ainsi un homomorphisme de spe´cialisation
σL : CH
t(Y0,L)→ CH
t(Y˜1,λL)
Choisissons un plongement κ(p) →֒ λL compatible au plongement canonique
κ(p) →֒ κ(p1). On peut montrer que l’homomorphisme canonique
CHt(Y˜p)→ CH
t(Y˜1,λL)
induit un isomorphisme
τ1 : CH
t(Y˜p)[l
∞]→ CHt(Y˜1,λL)[l
∞].
De meˆme, le choix d’un L-plongement L →֒ K induit un isomorphisme
τ2 : CH
t(Y0,L)[l
∞]→ CHt(Y )[l∞].
Pour ce re´sultat non-trivial, voir [28]. On de´finit pour finir
σ := (τ1)
−1 ◦ σL ◦ (τ2)
−1.
Par ailleurs, le the´ore`me du changement de base propre en cohomologie e´tale
implique l’existence d’un homomorphisme de spe´cialisation canonique
σet : H
2t−1
et (Y,Ql/Zl(t))→ H
2t−1
et (Y˜p,Ql/Zl(t))
qui est un isomorphisme. Le the´ore`me de spe´cialisation pour l’application d’Abel-
Jacobi de Bloch (cf. [5, Prop. 3.8]) implique alors que λtl ◦ σ = σet ◦ λ
t
l .
Si G est un groupe abe´lien et g ∈ G est un e´le´ment de torsion, notons g[l] la
partie l-primaire de g.
Lemme 4.1. Soit F un fibre´ cohe´rent localement libre sur Y˜ . Supposons que
ct(F ) est de torsion. Alors
σ(ct(FK)[l]) = ct(Fp)[l]
Le Lemme 4.1 est une conse´quence du fait que les classes de Chern commutent aux
images re´ciproques de fibre´s localement libres par des morphismes de sche´mas.
Les de´tails de la de´monstration sont laisse´s au lecteur.
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En utilisant le Lemme 4.1, on peut, par un argument tout semblable a` celui
apparaissant dans la preuve de (a), conclure que pour tout nombre premier l,
l’e´galite´
(1− pt) · λtl(c
t(HjdR(X/Y )(log))[l]) = 0
est ve´rifie´e pour presque tout nombre premier p. On invoque alors le Lemme 3.2
et on voit que
Nt · λ
t
l(c
t(HjdR(X/Y )(log))[l]) = Nt · λ
t
l(c
t(HjdR(X/Y )(log)))[l] = 0
pour tout nombre premier l. Autrement dit,
Nt · λ
t(ct(HjdR(X/Y )(log))) = 0,
ce qu’on voulait de´montrer.
Passons maintenant a` la de´monstration de (h). Dans [7, Par. 1.2, Cor. 4], il est
de´montre´ que l’application
λ2 : Tor(CH2(Y ))→
⊕
l premier
H3et(Y,Ql/Zl(2)).
est injective. On voit donc que (g) implique (h).
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